
Ëåêöèÿ 11
Ï�È�ÎÒÎÂËÅÍÈß Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈÏðè ïðèìåíåíèè òîãî èëè èíîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿèíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è ìû âïðàâå îæèäàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âêàêîì-òî ñìûñëå áëèçêî ê òî÷íîìó. Ìû õîòåëè áû òàêæå íàäåÿòüñÿ, ÷òîýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ñ ëþáîé èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷íî-ñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì, ÷òîáû èñïîëüçóåìûé äëÿ âû÷èñëåíèéïðèáëèæåííûé ìåòîä áûë ñõîäÿùèìñÿ. Â ìåòîäàõ �èòöà è �àëåðêèíà ïà-ðàìåòðîì, óïðàâëÿþùèì ñõîäèìîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü n êîíå÷íî-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V n, â êîòîðîì èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Êàêìû óæå îòìå÷àëè, â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ çà ðàçìåðíîñòü Sh îòâå-÷àåò ïàðàìåòð h, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçìåð êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìóñõîäèìîñòü ñëåäóåò îæèäàòü ïðè h → 0.Îïðåäåëåíèå 1. �îâîðÿò, ÷òî ïðèáëèæåííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ, åñëè ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé uh ïðè h → 0 ñõîäèòñÿ â íåêî-òîðîé íîðìå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, ò.å.

lim
h→0

‖ u − uh ‖= 0.Îïðåäåëåíèå 2. �îâîðÿò, ÷òî ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ O(hk), k > 0,åñëè ïðè h → 0

‖ u − uh ‖= O(hk).139



140 Ëåêöèÿ 11Â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ áóäåò äîêàçàíà ñõîäèìîñòü íåêîòîðûõ èç ïî-ñòðîåííûõ íàìè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è äàíû îöåíêè èõ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè â íåêîòîðûõ íîðìàõ. ×òîáû âñå ýòî ñäåëàòü, íàì ïîòðåáóþòñÿíåêîòîðûå ïðèãîòîâëåíèÿ, êîòîðûì è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ëåêöèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍàïîìíèì ïîñòàíîâêè âàðèàöèîííîé çàäà÷è è çàäà÷è ìèíèìèçàöèè�óíêöèîíàëà, ëåæàùèå â îñíîâå ÌÊÝ. Ñäåëàåì ýòî â àáñòðàêòíîì âèäåáåç êîíêðåòèçàöèè áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâîïðîñòðàíñòâî, l(v) � ëèíåéíàÿ �îðìà, çàäàííàÿ íà H, ò.å.
l(v) : H → R, l(c1v1 + c2v2) = c1l(v1) + c2l(v2),ãäå c1 è c2 � ïîñòîÿííûå, à a(u, v) � áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæè-òåëüíàÿ �îðìà, ò.å.

a(u, v) : H × H → R, a(c1u1 + c2u2, v) = c1a(u1, v) + c2a(u2, v),

a(u, v) = a(v, u), a(v, v) > 0 ∀v 6= 0.
(1)Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäàí êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë

J(v) =
1

2
a(v, v) − l(v) : H → R. (2)Çàäà÷à 1. Íàéòè
u = arg

v∈H
inf J(v). (3)Çàäà÷à 2. Íàéòè

u ∈ H : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H. (4)Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2.1 çàäà÷è 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü Hh �êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà , ò.å.
Hh ⊂ H, dimHh = n < ∞. (5)Òîãäà ðèòöåâñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 áóäåò �óíêöèÿ

uh = arg
vh∈Hh

inf J(vh), (6)



2. Ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ 141à ãàëåðêèíñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 2 � �óíêöèÿ
uh ∈ Hh : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Hh. (7)�åøåíèÿ çàäà÷ (6) è (7) ñîâïàäàþò. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè3, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýòèõ ðåøåíèé âûòåêàåò èç ïðåäïîëî-æåíèÿ (1) î ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v).Çàìå÷àíèå 1. Áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìèñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1) áèëèíåéíóþ �îðìó a(u, v)áóäåì íàçûâàòü ýíåðãåòè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.Îïðåäåëåíèå 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1) êâàäðàòíûé êîðåíü èçêâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v) áóäåì íàçûâàòü ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé èîáîçíà÷àòü ‖ v ‖a=

√
a(v, v).Çàìå÷àíèå 2. Ïðè íåêîòîðûõ èíòåðïðåòàöèÿõ çàäà÷è 2 êâàäðàòè÷íàÿ�îðìà a(v, v) ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê óäâîåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ,ñ ÷åì è ñâÿçàíû íàçâàíèÿ â îïðåäåëåíèÿõ 3 è 4.2. Ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿÒåîðåìà 1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh åñòü îðòîãîíàëüíàÿ â ñìûñëåýíåðãåòè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a( , ) ïðîåêöèÿ òî÷íîãî ðåøå-íèÿ u íà Hh, ò.å.
a(u − uh, vh) = 0 ∀ vh ∈ Hh. (8)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â (4) v = vh ∈ Hh è âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åí-íîãî ñîîòíîøåíèÿ (7), ïîëó÷èì (8).Òåîðåìà 2 (îñíîâíàÿ). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh åñòü íàèëó÷øåå âñìûñëå ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû ‖ · ‖a ïðèáëèæåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ u â

Hh, ò.å.
‖ u − uh ‖a= inf

vh∈Hh
‖ u − vh ‖a . (9)



142 Ëåêöèÿ 11Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (8) âåêòîðû u − uh è uh îðòîãîíàëüíû è,ñëåäîâàòåëüíî,
‖ u ‖2

a=‖ u − uh ‖2
a + ‖ uh ‖2

a .Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
‖ u − uh ‖a6‖ u ‖a .Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ vh ∈ Hh íà

Hh åñòü òà æå vh, íàõîäèì, ÷òî
‖ u − uh ‖a=‖ (u − vh) − (u − vh)h ‖a 6‖ u − vh ‖a,îòêóäà è ñëåäóåò (9).Ñëåäñòâèå 1. Â ñèëó òåîðåìû 2 çàäà÷à îöåíêè ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûìè ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ñâåëàñü ê çàäà÷åîöåíêè àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè u ∈ H �óíêöèÿìè vh ∈ Hh.Ñâîéñòâî ñèììåòðèè áèëèíåéíîé �îðìû a(u, v) ïîëåçíî, íî íå íåîáõî-äèìî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé òèïà (9). Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àåáèëèíåéíàÿ �îðìà, ïîðîæäàþùàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðà-òè÷íóþ �îðìó, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à ïîòîìó èíäóöèðóåòíîðìó, è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Øâàðöà:

‖v‖2
a = a(v, v), |a(u, v)| 6 ‖u‖a ‖v‖a.Â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ýòè ñâîéñòâà áèëèíåéíîé �îðìû çàìåíÿþòñÿäâóìÿ óñëîâèÿìè: óñëîâèåì

0 < m‖v‖2
H 6 a(v, v), (10)íàçûâàåìûì óñëîâèåì êîýðöèòèâíîñòè èëè H-ýëëèïòè÷íîñòè, è óñëî-âèåì

|a(u, v)| 6 M ‖u‖H ‖v‖H , (11)íàçûâàåìûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè áèëèíåéíîé �îðìû. Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3 (Ëåììà Ñåà). Åñëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) êîýðöèòèâíàè íåïðåðûâíà, à u è uh ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷ (4) è (7), ñîîòâåòñòâåííî,òî
‖u − uh‖H 6

M

m
‖u − vh‖H ∀ vh ∈ Hh.



3. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 143Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (8) èìååò ìåñòî è â íåñèììåòðè÷íîìñëó÷àå, ïîýòîìó
a(u−uh, u−uh) = a(u−uh, u− vh)+a(u−uh, vh−uh) = a(u−uh, u− vh).Èñïîëüçóÿ òåïåðü óñëîâèÿ êîýðöèòèâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè, ïîëó÷àåìîöåíêó

m ‖u − uh‖2
H 6 M ‖u − uh‖H ‖u − vh‖H ,èç êîòîðîé è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.3. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷àÍàïîìíèì ïîñòàíîâêó äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, íà ïðèìåðå êîòîðîéâ ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû èçó÷àëè ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÌÊÝ.Òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ u(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

Lu := −(p(x)u′)′ + q(x)u = f(x), x ∈ I = (0, 1), (12)
u(0) = 0, p(1)u′(1) + κu(1) = g. (13)Âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä (4), ãäå

a(u, v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1),

l(v) =

∫ 1

0

fvdx + gv(1),

(14)à
H = H̃1(I) = {v(x) ∈ H1(I) | v(0) = 0}. (15)Áóäåì, êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

p(x) > c0 > 0, q(x) > 0, κ > 0 (16)è, êðîìå òîãî,
p(x) 6 c1, q(x) 6 c2. (17)



144 Ëåêöèÿ 11Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (12),(13) áóäåò �óíêöèÿ uh(x) èç (6)èëè (7), ãäå a(u, v) è l(v) îïðåäåëÿþòñÿ (14), à Hh = S̃h ⊂ H̃1(I) �íåêîòîðîå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-íîñòü óêàçàííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (12),(13) ãàðàíòèðóåòñÿòåîðåìîé èç ëåêöèè 3 ïðè óñëîâèè, ÷òî a(v, v) èç (14) ïîëîæèòåëüíà. Ååíåîòðèöàòåëüíîñòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç (16). Ýòè æå óñëîâèÿîáåñïå÷èâàþò è ïîëîæèòåëüíîñòü a(v, v) íà H̃1(I), íî, ÷òîáû óâèäåòü ýòî,òðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ.4. Âñïîìîãàòåëüíûå îöåíêèÇäåñü ìû óñòàíîâèì ðÿä íåðàâåíñòâ ìåæäó íîðìàìè �óíêöèé èç H1(I)è H2(I). Ýòè íåðàâåíñòâà áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñàî ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû a(v, v) è ïðè èññëåäîâàíèè àï-ïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà Sh. Äîêàçûâàåìàÿ íèæå ëåììà1, ïîìèìî ïðî÷åãî, óñòàíàâëèâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óæå èñïîëüçîâàííîãîíàìè ðàíåå óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé èç H1(I).Ëåììà 1. Âñÿêàÿ �óíêöèÿ èç H1(I) íåïðåðûâíà íà Ī, ò.å. ïðîñòðàí-ñòâî H1(I) âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî C(Ī) (H1(I) ⊂ C(Ī)). Ïðèýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà
‖ v ‖C(Ī):= max

x∈Ī
|v(x)| 6

√
2 ‖ v ‖1 . (18)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v(x) ∈ C1(Ī), à x è ξ � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè

Ī. Òîãäà
|v(ξ) − v(x)| =

∣∣∣∣
∫ ξ

x

v′(η)dη

∣∣∣∣. (19)Îöåíèâàÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâàÊîøè - Áóíÿ-êîâñêîãî∗), à çàòåì íåñêîëüêî çàãðóáëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, áóäåì èìåòü
|v(ξ) − v(x)| 6

√
|ξ − x|

∣∣∣∣
∫ ξ

x

v′2(η)dη

∣∣∣∣
1/2

6
√

|ξ − x| ‖ v′ ‖0 .

∗)Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîìó êîíòåêñòó íàçûâà-åòñÿ íåðàâåíñòâî |
∫ b

a
f(x)g(x)dx| 6

√∫ b

a
f2(x)dx

√∫ b

a
g2(x)dx.



4. Âñïîìîãàòåëüíûå îöåíêè 145Îòñþäà ïðè ξ = x + ∆x íàõîäèì, ÷òî
|v(x + ∆x) − v(x)| 6

√
|∆x| ‖ v′ ‖06

√
|∆x| ‖ v ‖1 . (20)Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî �óíêöèè èç C1(Ī) ïðèíàäëåæàò H1(I) è îáðàçóþòòàì âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî (ò.å. çàìûêàíèå C1(Ī) ïî íîðìå H1(I) ñîâ-ïàäàåò ñ H1(I)). Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (20) ñïðàâåäëèâî è äëÿ v(x) ∈

H1(I). Äàëåå, òàê êàê âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (20) îãðàíè÷åí,òî ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ∆x ñòðåìèòñÿ ê íóëþè ñòîÿùåå ñëåâà ïðèðàùåíèå �óíêöèè, ÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü
v(x) ∈ H1(I).Óñòàíîâèì îöåíêó (18). Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

|v(x)| 6 |v(ξ)| +
∣∣∣∣
∫ ξ

x

v′(η)dη

∣∣∣∣ 6 |v(ξ)| +
∫ 1

0

|v′(η)|dη, (21)à ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî ξ áóäåì èìåòü
|v(x)| 6

∫ 1

0

|v(ξ)|dξ +

∫ 1

0

|v′(ξ)|dξ.Îöåíèâàÿ òåïåðü êàæäûé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè íåðàâåí-ñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, à çàòåì ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè,∗) ïîëó-÷èì (18).Çàìå÷àíèå 3. Èç íåðàâåíñòâà (20) ñëåäóåò íå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü�óíêöèé èç H1(I), íî è èõ ã�åëüäåðîâîñòü ñ ïîêàçàòåëåì 1/2.Â ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ äëÿ �óíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îä-íîé èëè äâóõ òî÷êàõ îòðåçêà Ī, óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè íîðìû ñàìîé�óíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåç íîðìó ïðîèçâîäíîé ñëåäóþùåãîïîðÿäêà.Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè v(x) ∈ H̃1(I)

‖ v ‖06‖ v′ ‖0 . (22)
∗)Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâîì Êîøè íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî òèïà

|∑m

k=1 akbk| 6
√∑m

k=1 a2
k

√∑m

k=1 b2
k.



146 Ëåêöèÿ 11Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (21) ξ = 0, çàòåì âîçâåäåìîáå ÷àñòè â êâàäðàò è ðåçóëüòàò ïðîèíòåãðèðóåì ïî x ∈ I. Ïðèíèìàÿòåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî äëÿ �óíêöèé èç H̃1(I) v(0) = 0, ïðèõîäèì ê(22).Çàìå÷àíèå 4. Ïîñêîëüêó H1
0(I) ⊂ H̃1(I), òî îöåíêà (22) èìååò ìåñòî èäëÿ v ∈ H1

0(I).Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè w(x) ∈ H2(I)
⋂

H1
0(I)

‖ w′ ‖06‖ w′′ ‖0 . (23)Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
∫ 1

0

w′(ξ)dξ = 0.Ïîýòîìó
dw

dt
=

dw

dt
−
∫ 1

0

w′(ξ)dξ =

∫ 1

0

[
dw

dt
− dw

dξ

]
dξ =

∫ 1

0

dξ

∫ t

ξ

d2w

dη2
dη.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

∥∥ dw

dt

∥∥2

0
=

∫ 1

0

(
dw

dt

)2

dt =

∫ 1

0

dt

[∫ 1

0

dξ

∫ t

ξ

d2w

dη2
dη

]2

.Çàìåíÿÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â ñàìîì âíóòðåííåì èíòåãðàëå ïðà-âîé ÷àñòè íà åå ìîäóëü è ðàñøèðÿÿ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì
‖ w′ ‖2

06

[∫ 1

0

|w′′|dt

]2

.Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ê ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäèò êíåðàâåíñòâó (23).Îïðåäåëåíèå 5. Âåëè÷èíà |v|m = ‖v(m)‖0 íàçûâàåòñÿ ïîëóíîðìîé ïðî-ñòðàíñòâà Hm(I).Ïîëóíîðìà ñîäåðæèò ëèøü ñòàðøåå ñëàãàåìîå èç òåõ, êîòîðûå îáðàçó-þò íîðìó. Åå îòëè÷èå îò íîðìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ìîæåò îáðàùàòüñÿâ íóëü íå òîëüêî íà íóëåâîì ýëåìåíòå. Òàê, íàïðèìåð, |v|1 = 0, åñëè
v = onst, à |v|m = 0, m ∈ N, ïðè v ∈ Pm−1(I).



5. Îöåíêà êâàäðàòè÷íîé �îðìû 147Ëåììà 4. Â ïðîñòðàíñòâå Hl, l = 1, 2, ãäå
H1 = H̃1(I), H2 = H2(I)

⋂
H1

0(I),íîðìà ‖ · ‖l è ïîëóíîðìà | · |l ýêâèâàëåíòíû, ïðè÷åì
|v|l 6‖ v ‖l6

√
1 + l|v|l.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâà äëÿ l = 1. Âîç-âîäÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (22) â êâàäðàò è ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ïî-ëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïî |v|21, ïîëó÷èì ïðàâîå íåðàâåíñòâî. Ëåâîå íåðà-âåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû è ïîëóíîðìû.5. Îöåíêà êâàäðàòè÷íîé �îðìûÓñòàíîâëåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå íåðàâåíñòâà ìåæäó ðàçëè÷íûìèíîðìàìè �óíêöèé èç H1(I) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îöåíêè êâàäðàòè÷íîé�îðìû a(v, v) è äîêàçàòü åå ïîëîæèòåëüíîñòü.Ëåììà 5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (16), (17) êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

a(v, v), îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå (14), íà �óíêöèÿõ èç H̃1(I) ýê-âèâàëåíòíà ‖ v ‖2
1, ò.å.

c3 ‖ v ‖2
16 a(v, v) 6 c4 ‖ v ‖2

1, v ∈ H̃1(I),ãäå c3 = c0/2, c4 = (c1 + c2 + 2κ).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (16)
a(v, v) =

∫ 1

0

(pv′
2
+ qv2)dx + κv2(1) > c0

∫ 1

0

v′
2
dx = c0|v|21.Îòñþäà ñ ó÷åòîì ëåììû 4 èìååì òðåáóåìóþ îöåíêó êâàäðàòè÷íîé �îðìûñíèçó. Â ñèëó (17) è (18)

a(v, v) 6 c1

∫ 1

0

v′
2
dx + c2

∫ 1

0

v2dx + 2κ‖v‖2
1 6 (c1 + c2 + 2κ)‖v‖2

1 = c4‖v‖2
1.



148 Ëåêöèÿ 11Çàìå÷àíèå 5. Èç ëåììû 5, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îð-ìà a(v, v) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, áèëèíåéíóþ �îðìó(14) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à√
a(v, v) � êàê ýíåðãåòè÷åñêóþ íîðìó .Ìíîæåñòâî �óíêöèé v(x), çàäàííûõ íà I, èìåþùèõ îãðàíè÷åííóþ ýíåð-ãåòè÷åñêóþ íîðìó è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè x = 0 íàçûâàþò ýíåðãåòè-÷åñêèì∗) ïðîñòðàíñòâîì. ßñíî, ÷òî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ýíåðãå-òè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ââåäåííûì (ñì. (15)) ïðîñòðàí-ñòâîì H̃1(I).Çàìå÷àíèå 6. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé �îð-ìû (2.10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) è íà �óíêöèÿõ èç H1

0(I).Ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 è ëåììû 5. Äëÿ ðàçíîñòè ìåæäó ïðèáëè-æåííûì è òî÷íûì ðåøåíèÿìè çàäà÷è (12),(13) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖ u − uh ‖16

√
c4/c3 ‖ u − vh ‖1 ∀vh ∈ S̃h. (24)Èç îöåíêè (24) ñëåäóåò, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh çà-äà÷è (12), (13) â ñìûñëå ‖ · ‖1 îïðåäåëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîé-ñòâàìè ïðîñòðàíñòâà S̃h ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ êàêèì áû òîíè áûëî ñïîñîáîì â ýòîé æå íîðìå.6. Óïðàæíåíèÿ1. Áóäåò ëè âåðíî íåðàâåíñòâî òèïà (23) äëÿ w ∈ H2(I)

⋂
H̃1(I)?2. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ κ < 0 âåðíî óòâåðæäåíèå ëåììû 5 (ñ äðóãèìèïîñòîÿííûìè).3. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ q(x), ïðèíèìàþùèõ è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,âåðíî óòâåðæäåíèå ëåììû 5.4. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîý��èöèåíò r(x) áèëèíåé-íàÿ �îðìà (2.17), (1.3), çàäàííàÿ íà H1

0(I) × H1
0(I), áóäåò êîýðöèòèâíîé(10) è íåïðåðûâíîé (11).

∗)Ýíåðãåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ñâÿçàííûì ñî ñìåøàííîé çàäà÷åé (12), (13). Äëÿ äðóãîé çàäà÷è,íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (12), (1.2) ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ðàâíî êàê è ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà,áóäåò èíûì.
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